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RExz=9y:0 <= Fir die gegebenen Elemente z,y € R gilt x = y.
RET <= 1=1¢€ R. (Das ist stets erfiillt.)
REL <= 1=0¢€ R. (Das ist genau in Nullringen erfiillt.)
REGOAY == REéund R} .
REOVY = RldoederRET:
REoVY <= Es gibt eine Zerlegung >, s; = 1 € R sodass

fiir alle i jeweils R[s; '] = ¢ oder R[s;'] |= 1.

RE¢=1 < Fir jedes s € R gilt: Aus R[s7!] | ¢ folgt R[s™!] E .
REVz:0. ¢ :< Fir jedes s € R und jedes z € R[s™!] gilt: R[s™!] | ¢(x).
RE3z:0.¢ <= Es gibt eine Zerlegung >, s;, = 1 € R und

Elemente z; € R[s; '] sodass fiir alle i: R[s; '] = ¢(z;).

Die Kripke—Joyal-Semantik des kleinen Zariski-Topos.



Zusammenfassung

Neben der iiblichen mathematischen Welt gibt es alternative mathematische Universen,
sog. Topoi. In diesen gelten leicht andere Gesetze der Logik. Speziell gibt es zu jedem
kommutativen Ring seinen zugehoérigen kleinen Zariski-Topos, der darauf zugeschnitten
ist, um lokal iiber den Ring zu sprechen. In diesen informalen Notizen wollen wir verstehen,

wie man in diesem alternativen Universum arbeiten kann.

IMustrationen: Carina Willbold
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1. Vorbereitungen

1.1. Etwas formale Logik

Im Folgenden wollen wir iiber mathematische Aussagen sprechen, in denen
= T L ANV = V 4

die einzigen vorkommenden logischen Symbole sind. Dabei steht , 1“ fiir eine ausge-
zeichnete falsche und ,, T fiir eine ausgezeichnete wahre Aussage. Negation ist ebenfalls
wichtig, muss aber nicht als primitiv angenommen werden, da man sie iiber die Beziehung

-0 = (p=1)

durch = und L ausdriicken kann: Zu behaupten, dass ¢ nicht stimmt, ist gleichbedeutend
damit, zu behaupten, dass aus der Annahme von ¢ ein Widerspruch folgt. Wir schreiben
die universelle und existenzielle Quantifikation nicht mit dem Elementsymbol, sondern
dem in der Typtheorie iiblichen Doppelpunkt:

Vo: X. ¢(z).

Gelegentlich werden wir die Abhéngigkeit von ¢(z) von z in der Notation unterdriicken
und kurz nur ,,¢* schreiben. Ferner verwenden wir den Quantor der eindeutigen Existenz,
formal definiert als

Alr: X. ¢p(x) = (Hx:X. ¢($)) A (‘v’x:X. V' X, (d(x) AN o(2') =z = x’))

1.2. Geometrische Vorstellung von Ringen

Zu einem kommutativen Ring R koénnen wir uns einen geometrischen Raum Spec R
vorstellen, und zwar auf solche Art und Weise, dass ein Ringelement s € R einer ,guten®
Funktion auf Spec R entspricht. Den Ort, wo diese Funktion nicht verschwindet, wollen
wir mit ,,D(s)* bezeichnen. Dieser Ort ist stets eine offene Menge.

Beispiel 1.1. Den Ring K[X,Y] stellen wir uns geometrisch als K? vor. Zum Ele-
ment s := 2X + 3Y gehort dann die Funktion (x,y) — 2z + 3y. Die Menge D(s) ist das
Komplement einer schrigen Gerade in K2.

In diesem Bild kénnen wir uns eine Zerlegung 1 = ; s; € R der Eins als eine Uberde-
ckung UJ; D(s;) von Spec R vorstellen: Da die Einsfunktion nirgendwo Null ist, kénnen
an keinem Punkt alle s; zugleich verschwinden.



2. Die Kripke—Joyal-Semantik des kleinen Zariski-Topos

Zu jedem kommutativen Ring R gehort ein alternatives Mathematik-Universum, der kleine
Zariski-Topos zu R. Uns fehlen kategorientheoretische Konzepte, um dieses Universum
explizit anzugeben (obwohl das nicht intrinsisch schwer ist). Wir kénnen aber beschreiben,
was es bedeuten soll, dass eine Aussage ¢ in dem kleinen Zariski-Topos zu R gilt, in
Formeln ausgedriickt als

RE 6.

Definition 2.1. Die Bedeutung von Aussagen der internen Sprache des Zariski-Topos
soll durch Rekursion tiber den Aussageaufbau durch die auf der ersten Seite angegebenen
Ubersetzungsregeln festgelegt sein.

Auf den ersten Blick erscheinen diese Regeln vollig willkiirlich. Tatséachlich aber sind sie
fein aufeinander abgestimmt, schon kleine Anderungen fithren dazu, dass das gesamte
System zusammenbricht. In diesem Rahmen wollen wir sie schlichtweg als gegeben
hinnehmen. Durch die Beispiele im folgenden Abschnitt werden wir uns schnell an sie
gewohnen.

In dem kleinen Zariski-Topos zu R gibt es ein Abbild des Rings R, das wir ,,O“ schreiben.
(Diese Bezeichnung hat nichts mit Ganzheitsringen zu tun.)

3. Erste Gehversuche in der internen Welt

3.1. Interne Kommutativitat

Mit den Ubersetzungsregeln an der Hand kénnen wir beginnen, die interne Welt zu
erkunden. Folgende Beobachtung macht den Anfang:

Proposition 3.1. Der Ring O des kleinen Zariski-Topos zu R ist wieder kommutativ —
das heifst:
REVz,y:0. vy = yx.

Beweis. Die Doppelquantifikation in der Behauptung ist eine Kurzschreibweise fiir
REVz:0.Vy:0. xy = yz.

Geméaf den Regeln bedeutet das:
Fiir alle s € R und alle z € R[s™!] gilt:
Fiir alle t € R[s™!] und alle y € R[s7!][t7!] gilt:
In R[s7H[t7Y gilt zy = yz.

Das erscheint vielleicht etwas verklausuliert, ist aber auch offensichtlich wahr. O



3.2. Interne Invertierbarkeit

Das folgende Lemma ist dhnlich. Es besagt, dass es keinen Unterschied zwischen Inver-
tierbarkeit aus interner und externer (also tiblicher) Sicht gibt.

Proposition 3.2. Genau dann ist ein Ringelement f € R invertierbar, wenn es als
Element von O invertierbar ist, wenn also

REdg:0. fg=1.

Beweis. Die Ubersetzung der internen Aussage lautet:

Es gibt eine Zerlegung 1 = >, s; € R, sodass fiir jeden Index ¢ ein Element
gi € R[s;'] mit fg; = 1 in R[s; '] existiert.
Damit ist es nur noch eine Ubungsaufgabe in elementarer Ringtheorie, die behauptete
Aquivalenz nachzuweisen. O]

3.3. Interne Lokalitat

Diese beiden Propositionen waren noch nicht besonders beeindruckend. Die folgende
Proposition ist dagegen beim ersten Kontakt vollig verbliiffend und illustriert gut den
kuriosen Charakter der internen Welt. Dazu erinnern wir an das Konzept eines lokalen
Rings:

Definition 3.3. Ein Ring heifit genau dann lokal, wenn, wann immer eine Summe von
Ringelementen invertierbar ist, schon mindestens ein Summand invertierbar ist.

Beispiel 3.4. Die vertrauten Ringe Z und K[X, Y] sind nicht lokal. Oft erhilt man lokale
Ringe durch geeignete Lokalisierung: Jeder Korper ist lokal, die Lokalisierung Z,) nach ei-
nem Primideal (p) ist lokal, der Ring K[X,Y|(x_ay-s = {f/g|f,9 € K[X,Y],g(a,b) #
0} der in beliebig kleinen Umgebungen von (a,b) € K? definierten rationalen Funktionen
ist lokal.

Bemerkung 3.5. Die Namensgebung erklirt sich durch folgende Beobachtung: Ein lokaler
Ring R ist ein solcher, sodass jede offene Uberdeckung von Spec R schon eine einelementige
Teiliiberdeckung besitzt.

Proposition 3.6. Unabhdingig davon, ob R lokal ist oder nicht, ist der Ring O der
internen Zariski- Welt stets lokal.
Beweis. Wir zeigen, dass

REVz,y:O0. "r+yinv.) = Tz inv.7 V Ty inv. .

Die Hékchen sollen andeuten, dass der entsprechende Teil nur umgangssprachlich vorliegt
und daher von der Leserin formalisiert werden muss. Unter Verwendung von Propositi-
on (angewendet auf R’ statt R) weisen uns die Ubersetzungsregeln also an, folgende
Behauptung zu zeigen:



Fiir alle s € R und x € R[s™!] gilt:
Fiir alle t € R[s™'| und y € R[s7!|[t7!] gilt:

Fiir alle u € R[s™![t7!] gilt: Falls x +y in R[s™|[t"][u"!] =: R’ invertier-
bar ist, so gibt es eine Zerlegung der Eins von R', 1 =v; +---+ v, € R/,
sodass in den weiter lokalisierten Ringen R'[v; '] jeweils 2 oder y inver-
tierbar ist.

Der Nachweis dieser Behauptung ist eine Ubungsaufgabe. O

Mit der internen Welt des kleinen Zariski-Topos kann man also jeden beliebigen Ring als
einen lokalen Ring auffassen.

4. Vereinfachungsregeln

In den bisherigen Beispielen waren die iibersetzten Aussagen von recht verschachtelter
Form. Bevor wir fortfahren, wollen wir daher Vereinfachungsregeln festhalten, die den
praktischen Umgang mit internen Aussagen angenehmer gestalten.

Lemma 4.1. Fir folgende Quantorenfiguren kann man die Regeln vereinfachen:

REVz:0.Vy:0.¢ <= Firalles€ R undz,y € R[s™!] gilt R[s™| E ¢(z,y).
REVz:0. ¢ =1 <= Fiir alle s € R und x € R[s™"] gilt:
Aus R[s™'] |= ¢(x) folgt R[s™'] |= ().
RETx:0.3y:0. ¢ < Es gibt eine Zerlegqung 1 =3, s; € R und
fiir jeden Index i Elemente x;,y; € R[s; ]
mit R[s;'] = ¢(wi, yi).
RETz:0. ¢ <= Fliir alle s € R exzistiert genau ein v € R[s™'] mit
R[s™'] |= ¢(=).
REVz:0.3y:0. ¢ <= Firalles € R und x € R[s™'| existiert
genau ein y € R[s™| mit R[s™'] | ¢(z,y).

Beweis. Sobald man die internen Aussagen tibersetzt hat, muss man nur ein paar allge-
meine Fakten tiiber die Lokalisierung von Ringen nachweisen. Das ist nicht schwer, aber
auch nicht besonders erhellend. O]



5. Fundamentale Eigenschaften der internen Sprache

5.1. Lokalitat der internen Sprache

In einem gewissen Sinn gilt R = ¢ genau dann, wenn ¢ auf ganz Spec R gilt. Dagegen
bedeutet R[s™!] | ¢ nur, dass ¢ auf D(s) gilt.

Die interne Welt des kleinen Zariski-Topos zu R fasst nun gewissermaflen die lokalen
Aspekte von R — solche, die genau dann ganz Spec R betreffen, wenn sie die einzelnen
Uberdeckungsmengen einer offenen Uberdeckung betreffen. Die folgende Proposition
macht dieses Motto prézise:

Proposition 5.1. Sei 1 =Y, s; € R eine Zerlegung der Eins und ¢ eine Aussage. Dann
gilt genau dann R |= ¢, wenn fiir alle i jeweils R[s; '] = ¢ gilt.

Beweis. Induktion iiber den Aufbau von ¢. ]

Eine Aussage ¢ muss also nicht unbedingt im Wortlaut erfiillt sein, um in der internen
Welt des kleinen Zariski-Topos zu gelten. Es gentigt, dass es eine Zerlegung der Eins
gibt, sodass sie in den jeweils lokalisierten Ringen gilt. Die technische Verwaltung der
Zerlegungen iibernimmt dabei der Ubersetzungsapparat; mit der internen Welt ist es
also moglich, lokal mit Ringen zu arbeiten, ohne manuell Zerlegungen einfithren und
mitschleppen zu miissen.

Beispiel 5.2. Sei R ein priiferscher Bereich. Dann ist ein endlich erzeugtes Ideal a zwar
nicht unbedingt ein Hauptideal, aber lokal ein Hauptideal — in dem Sinn, dass es eine
Zerlegung 1 = 2, s; der Eins gibt, sodass die erweiterten Ideale a[s; '] jeweils in R[s; ]
Hauptideale sind. Der Ring O der internen Welt spiegelt diese Eigenschaft viel einfacher
wieder: Er ist bézoutsch — jedes endlich erzeugte Ideal ist selbst schon ein Hauptideal.

5.2. Vertraglichkeit mit konstruktiver Logik

Bisher haben wir die interne Welt des kleinen Zariski-Topos allein dadurch erkundet,
indem wir mit den Kripke-Joyal-Regeln die Riickiibersetzung in unsere gewohnte mathe-
matische Sprache vorgenommen haben. Wenn das unsere einzige Interaktionsmoglichkeit
mit der internen Welt wére, wére das ganze Thema nicht besonders spannend. Tatséchlich
aber konnen wir in der internen Welt auch mathematisch argumentieren — fast genau so,
wie wir es gewohnt sind.

Satz 5.3. Wenn R |= ¢ gilt und konstruktiv aus ¢ eine weitere Aussage 1 folgt, so gilt
auch R = .

Beweis. Wir miissen uns zunéchst tiberlegen, aus welchen grundlegenden Argumenta-
tionsschritten Beweise aufgebaut sind. Dann miissen wir von jedem solchen Baustein
nachweisen, dass er in der internen Welt ebenfalls erfullt ist. Etwa gibt es das logische
Prinzip



Wenn ¢ AN gilt, so gilt auch ¢.

Dieses ist in der internen Sprache ebenfalls erfiillt, denn aus R = ¢ A ¢ folgt nach den
Ubersetzungsregeln sofort R = ¢.

Die Hauptschwierigkeit eines prézisen Beweises des Satzes liegt darin, eine tibersichtliche
Liste von Kernbeweisschritten derart zusammenzustellen, dass jede denkbare Argumen-
tation so formalisiert werden kann, dass sie nur diese Bausteine verwendet. Danach ist es
nur noch ein einfacher Induktionsbeweis iiber den Aufbau formal niedergeschriebener
konstruktiver Beweise. O

Beispiel 5.4. Man kann konstruktiv zeigen, dass jede Matrix {iber einem lokalen Ring,
die einen Rang besitzt, mittels elementarer Zeilen- und Spaltentransformationen auf
eine Diagonalgestalt gebracht werden kann. Daraus folgt ohne weiteres Zutun sofort,
dass man jede Matrix (die einen Rang besitzt) tiber einem beliebigen Ring lokal auf eine
Diagonalgestalt bringen kann — in dem Sinn, dass es eine Zerlegung der Eins gibt, sodass
in den lokalisierten Ringen die Matrix jeweils dquivalent zu einer Diagonalmatrix ist:
Denn nach Proposition ist der Ring O der internen Welt ja stets lokal.

Bemerkung 5.5. Ein direkter Beweis der Behauptung tiber die Diagonalisierbarkeit iiber
beliebigen Ringen ist natiirlich ebenfalls moglich. Er erfordert jedoch die Einfiihrung,
Verwaltung und Kombination mehrerer Zerlegungen der Eins. Diese technischen Schritte
fallen bei Arbeit in der internen Welt ersatzlos weg. Um Zerlegungen der Eins muss man
sich nur ein einziges Mal kiimmern, namlich im Beweis des allgemeinenen Satzes [5.3]

6. Der nichtklassische Charakter der internen Welt

Satz erlaubt es, iiber den Ring O der internen Welt wie tiblich mathematisch zu
argumentieren — solange man dabei nur konstruktive Logik verwendet, also sich nicht
auf die sonst iiblichen Axiome

e Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten: ¢ V —¢
e Prinzip der Doppelnegationselimination: =—¢ = ¢
o Auswahlaziom

beruft. Das ist anfangs ungewohnt, bedeutet in Anwendungen der Mathematik aber
oftmals keine grofle Einschrankung.

Die Beschrankung auf konstruktive Logik ist dabei keine Frage der Einstellung — die
interne Welt erfiillt nun mal nicht die genannten klassischen Axiome. Das wollen wir in
diesem Abschnitt einsehen.

Lemma 6.1. Sei f € R. Genau dann ist f in der internen Welt nicht invertierbar,
wenn f im gewohnlichen Sinn nilpotent ist.



Beweis. Die Aussage R = —(" f inv.™) lautet ausgeschrieben

RE= (Elg:(’). fgzl) = 1
und iibersetzt sich unter Zuhilfenahme der Vereinfachungsregeln aus Lemma {4.1| und
Lemma [3.2| wie folgt:

Fir alle s € R gilt:

Sollte f in R[s™!] invertierbar sein, so gilt 1 = 0 in R[s™!] (das ist gleichbe-
deutend damit, dass s nilpotent ist).

Durch die Spezialisierung s := f erhalten wir daher sofort die Hinrichtung. Wenn
umgekehrt f nilpotent ist, enthalten die lokalisierten Ringe R[s™!] ein invertierbares und
trotzdem nilpotentes Element. Das geht nur, wenn sie Nullringe sind. O]

Proposition 6.2. In der internen Welt des kleinen Zariski-Topos eines Rings gilt im
Allgemeinen nicht, dass jedes Element von O invertierbar oder nicht invertierbar ist.
Insbesondere gilt im kleinen Zariski-Topos das Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten
also nicht.

Beweis. Ein Gegenbeispiel liefert der Ring R := Z mit dem Element f := 2. Denn
RETfinv. VvV =("f inv.?)

bedeutet, dass es eine Zerlegung 1 = s; + - -+ + s, der Eins von Z gibt, sodass in den
lokalisierten Ringen Z[s; '] die Zahl 2 jeweils invertierbar oder nilpotent ist. In einer
solchen Zerlegung muss eine der Zahlen s; ungerade sein. In den Nennern der Elemente
des zugehorigen lokalisierten Rings Z[s; '] diirfen also gewisse ungerade Zahlen stehen
(Potenzen von s;). Daher ist die Zahl 2 dort weiterhin nicht invertierbar. Sie ist aber
auch nicht nilpotent. O

7. Ausblick

Weitere Objekte des kleinen Zariski-Topos

Bisher haben wir nur iiber die Eigenschaften des Rings O der internen Welt des kleinen
Zariski-Topos gesprochen. Genau wie in der iblichen mathematischen Welt gibt es aber
auch im Zariski-Topos noch viele weitere Objekte, etwa den Polynomring O[X] und
den Matrizenringoid II,, ,, O"*™ sowie Objekte, die nicht zur Ringtheorie gehoren, wie
Analoga zu Potenzmengen.

Es ist leicht, die Regeln der Kripke-Joyal-Semantik so zu erweitern, dass man auch iiber
diese weiteren Objekte nativ sprechen kann. In der vollen internen Sprache kann man
sogar, wie im iiblichen mathematischen Universum auch, aus gegebenen Objekten tiber
Operationen wie Potenzmengenbildung, Ausschneidung von Teilmengen, Bildung von
Faktormengen und so weiter neue konstruieren. Damit steht die interne Sprache der
iiblichen mathematischen Sprache in keiner Hinsicht nach — bis auf die Einschrénkung
auf konstruktive Logik.



Verstandnis fiir konstruktive Logik

Wir haben gesehen, dass in der internen Welt des kleinen Zariski-Topos nur die Gesetze
konstruktiver Logik gelten. Mochten wir in der internen Welt mathematisch argumentieren,
haben wir also keine andere Wahl, als auf das klassische Prinzip des ausgeschlossenen
Dritten und verwandte Prinzipien zu verzichten.

Es gibt eine Moglichkeit, diesen Verzicht auch ohne topostheoretischen Hintergrund
anschaulich zu deuten: Dass eine Aussage konstruktiv gilt, kann man sich so vorstellen,
dass man einen ezpliziten Beleg fir die Giiltigkeit der Aussage hat. Dann bedeutet eine
zusammengesetzte Aussage wie ¢ V 1), dass man einen Beleg fiir ¢ oder einen Beleg fiir v
hat — das ist schwacher als die klassische Interpretation derselben Aussage, nach der ¢
oder v lediglich wahr sind.

Die negierte Aussage

¢ = (¢=1)
bedeutet, dass man aus einem Beleg von ¢ einen Beleg der falschen Aussage 1 produzieren
konnte. Da es einen solchen nicht gibt, bedeutet —¢ also, dass es keinen Beleg fiir ¢ gibt.
In diesem Bild besagt das Prinzip der Doppelnegationselimination,

¢ = ¢,

dass man, wenn man weif}, dass es nicht sein kann, dass es keinen Beleg fiir ¢ gibt, sofort
einen Beleg fiir ¢ produzieren kann. Das ist aber offensichtlich eine absurde Behauptung.

Die Aussage —(—¢ A =) bedeutet konstruktiv, dass es keinen Beleg dafiir gibt, dass
sowohl ¢ als auch 9 falsch sind. Wenn man das weif3, kennt man aber noch lange nicht
einen Beleg fiir ¢ oder einen Beleg fiir v. Das De-Morgansche Gesetz

(oA ) = oV
kann man also konstruktiv nicht rechtfertigen.

Beispiel 7.1. Wenn wir wissen, dass sich unser Haustiirschliissel irgendwo in der Woh-
nung befinden muss (da wir ihn letzte Nacht verwendet haben, um die Tiir aufzusperren),
wir ihn momentan aber nicht finden, so konnen wir konstruktiv nur folgende doppelt
negierte Aussage vertreten:

——(Jx. der Schliissel befindet sich an Position x)

Beispiel 7.2. Es war ein Video aufgetaucht, dass Kate Moss beim Konsumieren von
Drogen zeigte, und zwar entweder solche von einem Typ A oder solche von einem Typ B.
Welcher Typ aber tatsiachlich vorlag, konnte nicht entschieden werden. Daher gab es fiir
keine der beiden Straftaten einen Beleg, Kate Moss wurde nicht strafrechtlich verfolgt.

Abschlieend sei bemerkt, dass einige iible Geriichte um konstruktive Logik im Umlauf
sind, etwa, dass das Wort Widerspruch pauschal verboten sei und man daher nicht mal die
Irrationalitit von /2 zeigen konne. Das Pizzaseminarskript raumt mit diesen Geriichten
auf.
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http://pizzaseminar.speicherleck.de/skript2/konstruktive-mathematik.pdf

Eine besondere Klasse von Aussagen: geometrische Formeln

Aussagen der Form

wobei in den eingeklammerten Teilaussagen die logischen Zeichen V und = nicht vorkom-
men diirfen, heien geometrische Formeln. (Die Bezeichnung riihrt von einem indirekten
Zusammenhang mit der geometrischen Vorstellung von Ringen her.)

Das besondere an geometrischen Formeln ist, dass sie genau dann in der internen Welt
des kleinen Zariski-Topos zu R gelten, wenn sie im gewOhnlichen Sinn bei jedem Halm
von R gelten. Ein Halm von R ist dabei eine Lokalisierung der Form R, = (R\ p) 'R
fiir ein beliebiges Primideal p C R.

Etwa ist die Bedingung, (in einem schwachen Sinn) ein Integritatsbereich zu sein,
Vr,y. 2y =0= (x =0) V (y =0),

eine geometrische Formel. Deswegen erfiillt der interne Ring O sie genau dann, wenn alle
Halme R, sie erfiillen.

Kategorientheoretischer Hintergrund

Offiziell ist ein Topos eine Kategorie, die gewisse Eigenschaften mit der Kategorie
der Mengen gemeinsam hat. Insbesondere ist die Kategorie der Mengen selbst ein
Topos. Jeder Topos hat eine interne Sprache, wobei die Ubersetzungsregeln eine leichte
Verallgemeinerung der Regeln des kleinen Zariski-Topos darstellen. Die interne Sprache
der Kategorie der Mengen fillt mit der gewohnlichen mathematischen Sprache zusammen.

Zu einem topologischen Raum X gibt es die Kategorie der Garben auf X. Kategorien
dieser Art bilden die Prototypbeispiele fiir interessante Topoi. Der kleine Zariski-Topos
zu einem kommutativen Ring R ist auch von dieser Form: Er ist der Topos der Garben
auf Spec R, dem zu R assoziierten geometrischen Raum. Der interne Ring O entspricht
dann der Strukturgarbe, auf einer Basis offener Mengen explizit gegeben durch

['(D(s),0) = R[s™].

Die interne Sprache des Garbentopos zu einem topologischen (T;-)Raum X ist genau
dann klassisch, erfiillt also das Axiom vom ausgeschlossenen Dritten und das Axiom der

Doppelnegationselimination, wenn X ein diskreter Raum ist. Das ist ein langweiliger
Fall.

Der Topos der Garben iiber dem einpunktigen Raum ist dquivalent zur Kategorie der
Mengen. Daher hort man manchmal das Motto gewdhnliche Mathematik ist Mathematik
tber dem Punkt.
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Weitere alternative Mathematik-Universen

In diesen Notizen haben wir nur iiber den kleinen Zariski-Topos zu einem kommutativen
Ring gesprochen. Es gibt aber noch viele weitere Topoi, die ebenfalls interessant sind:

e Vielleicht hat man einen bestimmen topologischen Raum X besonders gern und
mochte daher, dass alles vom aktuellen Aufenthaltsort in dem Raum abhéngt. Dann
mochte man im Topos der Garben auf X arbeiten.

e Vielleicht ist man auch ein besonderer Freund einer bestimmten Gruppe G. Dann
mochte man vielleicht, dass alle Objekte eine G-Wirkung tragen und dass alle
Abbildungen G-aquivariant sind. Dann sollte man im Topos der G-Mengen arbeiten.

e Vielleicht interessiert man sich vor allem dafiir, was Turingmaschinen berechnen
kénnen. Dann kann man im effektiven Topos arbeiten, der nur solche Abbildungen
enthélt, die durch Turingmaschinen algorithmisch gegeben werden konnen.

e Vielleicht mochte man mit Schemata iiber Spec R in einer einfachen Sprache
arbeiten. Dann kann man den groffen Zariski-Topos zu R verwenden.

Mithilfe von geometrischen Morphismen kann man auch zwischen verschiedenen Topoi
wechseln. Dabei bleiben wahre geometrische Formeln unter Riickzug wahr.

Abstrakte Motivation fiir den kleinen Zariski-Topos

Sei R ein kommutativer Ring mit einer multiplikativ abgeschlossenen Teilmenge S.
Dann kann man sich fragen, ob es einen Ring R’ zusammen mit einem Ringhomomor-
phismus R — R/, der die Elemente aus S auf Einheiten abbildet, gibt, sodass jeder
Ringhomomorphismus R — 7T in einen weiteren Ring 7', welcher die Elemente aus S auf
invertierbare Elemente schickt, eindeutig iiber R — R’ faktorisiert. Das bedeutet, dass
in dieser Situation genau ein Ringhomomorphismus R’ — T existieren soll, sodass das
Diagramm

R T

kommutiert. Die Antwort auf diese Frage ist ja: Einen solchen speziellen Ring R’ gibt es,
namlich R’ = S™'R.

Wenn man keine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge besonders auszeichnen mochte,
kann man sich analog auch folgende Frage stellen: Gibt es einen lokalen Ring R’ zusammen
mit einem Ringhomomorphismus R — R/, sodass jeder Ringhomomorphismus R — T in
einen lokalen Ring T eindeutig iiber R — R’ faktorisiert?ﬂ

!Der Homomorphismus R’ — T soll dabei ein lokaler Ringhomomorphismus sein, d. h. er soll Invertier-
barkeit nicht nur bewahren, sondern auch reflektieren: Immer, wenn das Bild eines Elements aus R’
in T invertierbar ist, soll schon das Element selbst in R’ invertierbar sein.
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Im wortlichen Sinn lautet die Antwort auf diese Frage leider nein: Im gewohnlichen
mathematischen Universum gibt es keinen Ring R’ mit dieser Eigenschaft ] Wenn man
aber bereit ist, die Losung dieses Optimierungsproblems auch in einem anderen Topos
zu suchen, so fallt die Antwort wieder positiv aus: Der gesuchte Ring R’ ist der interne
Ring O des kleinen Zariski-Topos zu R.

Um das prézise zu formulieren, miissten wir erkliaren, was unter Ringhomomorphismen
zwischen Ringen verschiedener Topoi zu verstehen ist.

Kann man mit der Topossprache Satze beweisen, die man ohne sie
nicht beweisen konnte?

Im Beweis von Satz ist ein Verfahren versteckt, wie man aus jedem intern gefiithrten
Beweis einen Beweis der entsprechenden tibersetzten Aussagen im gewohnlichen Sinn
gewinnen kann. Daher kann man mit der Topossprache sicherlich nicht Satze beweisen,
die man ohne sie nicht beweisen konnte.

Allerdings kann es sehr viel einfacher sein, in der internen Welt zu denken und zu arbeiten
und erst am Ende die Ubersetzung mit der Kripke-Joyal-Semantik durchzufiihren. Etwa
folgt aus der einfach zu beweisenden Aussage konstruktiver linearer Algebra

Jeder endlich erzeugte Vektorraum iiber einem Korper besitzt nicht nicht eine
endliche Basis.

durch Interpretation in einem geeigneten Topos sofort folgende offensichtlich komplizierte
Aussage aus der algebraischen Geometrie:

Jede Ox-Modulgarbe auf einem reduzierten Schema X, die von endlichem Typ ist,
ist auf einer dichten offenen Teilmenge sogar lokal frei von endlichem Ranyg.

Ahnliche Anwendungen gibt es auch in der Differentialgeometrie.

Auf den Geschmack gekommen?
Im Skript zum Pizzaseminar der Sommersemesterferien 2013 gibt es Hintergriinde, Details

und Literaturverweise. Ferner steht die Tir von Biiro 2031 /L1 fiir topostheoretische
Diskussionen immer offen.

http://pizzaseminar.speicherleck.de/

2Efgwas praziser: Es gibt einen solchen Ring genau dann, wenn R genau ein Primideal enthalt.
Ubungsaufgabel!
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A. Aufgaben

Aufgabe 1. Nichttrivialitit des internen Rings

Sei R ein beliebiger kommutativer Ring. Zeige, dass O stets ein nichttrivialer Ring ist,
zeige also:

RE-(1=0).

Aufgabe 2. Der kleine Zariski-Topos des Nullrings

Zeige, dass im kleinen Zariski-Topos des Nullrings jede beliebige Aussage gilt. Zeige also,
dass wenn R ein Ring mit 1 = 0 € R und ¢ eine beliebige Aussage ist, R |= ¢ gilt.

Tipp: Man kann eine sehr einfache Zerlegung der Eins hinschreiben.

Aufgabe 3. Der kleine Zariski-Topos eines Korpers

Sei K ein Korper. Zeige, dass die interne Sprache des kleinen Zariski-Topos zu K mit der
gewohnlichen mathematischen Sprache zusammenféllt. Zeige also fiir beliebige Aussagen ¢
(wobei man auf der rechten Seite ,K“ statt ,,O“ lesen soll):

KE¢ <= o

Tipp: Induktion tiber den Aufbau von ¢. Was ist an Zerlegungen der Eins von Korpern
besonders?

Aufgabe 4. Integrititsbereichseigenschaft des internen Rings

Ein Integritditsbereich ist ein Ring, in dem, wann immer ein Produkt von Ringelementen
Null ist, schon mindestens ein Faktor Null ist. (Das ist konstruktiv schwécher als zu
verlangen, dass jedes Element entweder Null oder regulér ist.)

Sei R ein Integritéitsbereich. Zeige, dass dann auch O ein Integritatsbereich ist.

Aufgabe 5. Kdrpereigenschaften des internen Rings

Ein Ring heifit genau dann reduziert, wenn, wann immer ein Element nilpotent ist, dieses
schon gleich Null ist. Sei R ein beliebiger kommutativer Ring.

a) Zeige, dass der interne Ring O in folgendem Sinn beinahe ein Korper ist:
REVz:0. ("2 inv.") = "z nilpotent .

b) Zeige, dass R genau dann reduziert ist, wenn O reduziert ist.

c) Sei R reduziert. Zeige, dass dann O ein Kérper in folgendem Sinn ist:
REVz: 0. =("z inv.") =z =0.
d) Zeige, dass die Umkehrung der Aussage in ¢) ebenfalls gilt.
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Aufgabe 6. Diskretheit des internen Rings

Ein Ring heifit genau dann diskret, wenn jedes Element Null ist oder nicht Null ist.
Nattirlich ist jeder Ring der gewohnlichen mathematischen Welt diskret.

Ein Ringelement f heifit genau dann pseudoreguldr, wenn, wann immer ein Produkt
von f mit einem weiteren Ringelement g Null ist, ¢ nilpotent ist.

a) Sei f ein Element eines kommutativen Rings R. Zeige, dass f genau dann in der
internen Welt nicht Null ist (also R = —(f = 0) gilt), wenn f im gewohnlichen
Sinn pseudoregulér ist.

b) Zeige, dass der interne Ring O im Allgemeinen nicht diskret ist.

Aufgabe 7. FEine geometrische Korperbedingung

Ein diskreter Korper ist ein kommutativer Ring, sodass jedes Element entweder Null oder
invertierbar ist. Das besondere an dieser Korperbedingung ist, dass sie eine geometrische
Formel ist.

a) Rechtfertige die Namensgebung, indem du zeigst, dass diskrete Korper stets diskret
im Sinn der vorherigen Aufgabe sind.

b) Zeige, dass der interne Ring O des kleinen Zariski-Topos zu einem beliebigen Ring
im Allgemeinen kein diskreter Korper ist.

Aufgabe 8. Vorwissen zu Bewertungsbereichen

Sei R ein Bewertungsbereich, also ein Integritédtsbereich im Sinn von Aufgabe 4, sodass
von je zwei Elementen stets eines das andere teilt.

a) Zeige, dass von je endlich vielen Elementen von R stets eines ein Teiler aller anderen
ist.

b) Zeige, dass jede Matrix iiber R dquivalent zu einer (rechteckigen) Diagonalmatrix
ist.

Aufgabe 9. Priifersche Bereiche aus interner Sicht

In dieser Aufgabe wollen die Behauptung tiber die interne Welt in Beispiel verstehen.
Sei R ein kommutativer Ring, in dem jedes endlich erzeugte Ideal lokal ein Hauptideal
ist.
a) Zeige, dass jedes endlich erzeugte Ideal von O selbst schon ein Hauptideal ist, zeige
also:
R ):V:Bl,...,a:n:(’). dd: O. (l’l,...,l'n) = (d)
Da wir nicht diskutiert haben, wie man in der internen Sprache iiber Teilmengen
sprechen kann, muss die Idealgleichheitsbedingung als Kurzschreibweise fiir folgende
Bedingung gelesen werden:

(Hul 0.1 = uld)/\~ . ~/\(E|un 0.z, = und)/\(ﬂal, vy O, agr+ - Hape, = d)
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b) Sei R ferner ein Integritdtsbereich im Sinn von Aufgabe 4. Zeige, dass O ein
Bewertungsbereich ist.

¢) Was kann man in diesem Fall iber Matrizen iiber R folgern?

Aufgabe 10. Aussagen tiber Kerne von Matrizen

a) Sei M € R™™ eine Matrix iiber einem lokalen Ring R, die als lineare Abbil-

dung R™ — R" surjektiv ist, sodass es also zu jedem y € R™" einxz € R™ mit Mx =y
gibt.
Zeige, dass M aquivalent zu einer (rechteckigen) Diagonalmatrix mit genau n
Einsern auf der Hauptdiagonale ist. Folgere, dass der Kern von M eine Basis
aus (m — n) Vektoren besitzt. (Man sagt auch: Der Kern von M ist frei vom
Rang (m —n).)

b) Uberlege, wie folgende Aussage sinnvoll zu interpretieren ist, und erklare, wieso
aus einer konstruktiven Behandlung von Teilaufgabe a) sofort ihre Giiltigkeit folgt:
Der Kern einer (n x m)-Matrix iiber einem beliebigen kommutativen Ring, die als
lineare Abbildung surjektiv ist, ist lokal frei vom Rang (m — n).

Aufgabe 11. Idempotente Matrizen

a) Sei P € R™™ eine idempotente Matrix iiber einem lokalen Ring R, gelte also P? =
P. Zeige, dass P aquivalent zu einer Diagonalmatrix mit Eintrédgen 1 und 0 ist.

Tipp: Betrachte die Ideale der i-Minoren von P. Diese sind idempotent und (zum
Beispiel nach dem Lemma von Nakayama) daher jeweils das Null- oder Einsideal.

b) Sei P € R™" eine idempotente Matrix iiber einem beliebigen kommutativen Ring R.
Zeige, dass der Kokern von P lokal frei ist.
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